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Résumé : 
 
Ce papier traite de la détermination de paramètres d’une loi de comportement hyperélastique à partir de 
la Méthode des Champs Virtuels (MCV) qui est développée en grandes déformations. Cette méthode 
présente la particularité de pouvoir extraire les paramètres recherchés à partir d’un seul essai 
hétérogène. Une stratégie de dépouillement des champs hétérogènes est nécessaire car aucun lien 
explicite n'existe entre mesure et sollicitation Bien intégrée dans la communauté scientifique dans le cas 
des petites déformations, l'idée fondamentale de ce travail est d'appliquer cette méthode au cas des 
grandes déformations. Un essai de traction biaxial sert d’exemple d’illustration de la méthode. L’accent 
est mis sur l’analyse d’une fonction coût à minimiser qui  dépend de champs virtuels choisis.  
 
Abstract : 
 
This paper deals with the determination of constitutive parameters of a hyperelastic law using the Virtual 
Field Method (VFM) which is applied in large deformations. This method is able to identify all the 
constitutive parameters from only one heterogeneous test. A suitable processing of heterogeneous strain 
fields is necessary because no direct link between measurements data and unknown parameters is 
available. In this paper, the main idea is to study the capabilities of the VFM in the case of large 
deformation. A biaxial tensile test is used as an example. The determination of constitutive parameters is 
obtained by minimizing a cost function which depends on the choice of the virtual fields. 
 
Mots-clefs :  
 
méthode des champs virtuels ; grandes déformations ; matériau hyperélastique ; loi de 
Mooney Rivlin 
 
1 Introduction 
 
Les modèles de comportement de matériaux sont régis par des paramètres constitutifs. La 
détermination des paramètres constitutifs devient difficile quand le nombre de paramètres est 
significatif. L’approche simple consiste à réaliser plusieurs essais homogènes et à caler le 
modèle avec les données expérimentales. Comme le nombre d’essais augmente avec le nombre 
de paramètres, l’identification des paramètres matériaux à partir de champs de déformations 
hétérogènes peut être une alternative. 
Cet article traite de l'identification de paramètres matériaux hyperélastiques à partir d’une 
seule mesure de champ de déplacements hétérogène en surface d’échantillon. La Méthode des 
Champs Virtuels (MCV) (Grédiac et al., 2002) sert de base à ce travail. Le principal avantage de 
la méthode réside dans la possibilité d’identifier un nombre important de paramètres matériaux 
à partir d’une seule mesure. Elle est appliquée ici pour la première fois dans le cas de grandes 
déformations. A titre d’illustration, la loi de Mooney-Rivlin à deux paramètres sert de support 
au développement de la méthode. Des données d’entrée en déplacements sont simulées par 
Eléments Finis sur un essai de traction biaxial.  
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2 MCV en grandes déformations 
 
2.1 Préambule 
 
Dans ce paragraphe, la MCV en grandes déformations est présentée afin de déterminer les 
paramètres constitutifs d’une loi hyperélastique. On considère un volume V de surface S sur 
lequel un chargement mécanique extérieur est appliqué (Fig. 1). On considère Su la partie de S 
sur laquelle le déplacement est imposé et Sf celle où une densité surfacique d’effort  est 
connue.  est la normale sortante extérieure à la surface.  
n⋅=r rT σ
nr
V
fS :σ
uS : u = u
 
FIG. 1 – Modèle mécanique (configuration déformée) 
 
2.2 PTV avec grandes déformations 
 
Pour un solide de géométrie quelconque de volume V soumis à une densité surfacique 
d’effort sur sa frontière, le principe des travaux virtuels en grandes déformations s’écrit  : 
 
0 0
:
f
0V S
d n d
X
∗
∗∂ = ⋅ ∀∂∫ ∫
r r rrr 0 0
UM V M U S ∗U cinématiquement admissible                      [1] 
 
où M est le 1er  tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, 
X
∗∂
∂
r
rU est la dérivée des déplacements 
virtuels sur la configuration de référence. Les grandeurs indicées avec « 0 » sont données dans 
la configuration initiale. Si on suppose un état de contraintes planes, l’équation précédente 
devient : 
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∗∂ ∂ ∂ ∂+ + + =∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫ r11 22 211 2 2 11 2 1 2
U U U U M ⋅          [2] 
 
La relation de comportement reliant contraintes et déformations est supposée connue dans 
la présente démarche. Elle fait intervenir les paramètres matériaux à identifier. Dans le cas d’un 
modèle de comportement linéaire, les paramètres peuvent être identifiés directement en 
choisissant judicieusement les champs virtuels appelés alors spéciaux (Grédiac et al.,2002). 
Dans la présente approche, la relation de comportement n’est plus linéaire, et les paramètres 
sont alors identifiés à partir d’une fonction coût qui doit être minimisée. Le choix des champs 
virtuels est aussi une étape importante pour l’identification des paramètres.  
 
2.3 Fonction coût 
 
Afin d’identifier les paramètres C1, C2,..,CN de la loi de comportement on définit la 
fonction coût f (C1, C2,..,CN) suivante : 
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Dans la présente approche, cette fonction coût est minimisée afin d’identifier les 
paramètres constitutifs du modèle. Pratiquement, plusieurs champs virtuels sont choisis et leur 
influence sur les résultats est testée. 
 
3 Hyperélasticité 
 
D’une façon générale, les matériaux hyperélastiques sont caractérisés par l’existence d’une 
fonction scalaire énergie de déformation W dépendant uniquement de l’état de déformation 
courant F et dont dérivent les contraintes de Cauchy σ  : 
 
   2p ∂= − + ∂σ
WI B
B
             [4] 
 
où p est pression hydrostatique qui joue le rôle de multiplication de Lagrange pour assurer la 
condition d’incompressibilité, B est le tenseur de Cauchy-Green gauche. Dans les directions 
principales, la relation [4] devient : 
 
   2 2
1 2
12i i
i
p
I I
σ λ λ
⎛ ⎞∂ ∂= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
W W −              [5] 
 
où les λi sont les élongations principales et I1 et I2 les deux premiers invariants du tenseur de 
Cauchy-Green droit  C. En contraintes planes (σ3 = 0), la différence σi – σ3 (pour i = 1 et 2) 
permet d’éliminer p (Marckmann, 2004) et l’équation [5] devient : 
 
   ( )2 23 2 2
1 23
1 12i i
iI I
σ λ λ λ λ
⎡ ⎛ ⎞∂ ∂= − − −⎢ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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−
            [6] 
La relation qui relie le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff à celui de 
Cauchy est la suivante : 
 
                  [7] 1TJ −=M Fσ
 
 où J = det(F) = 1 pour un matériau incompressible. 
 
3.1  Choix d’une énergie de déformation (W) 
 
Dans ce travail, la densité d’énergie de déformation choisie est celle de Mooney-Rivlin 
(Mooney, 1940). Elle est bien adaptée au domaine de déformations modérées des élastomères 
(<300%) Pour des matériaux hyperélastiques incompressibles ou quasi-incompressibles, le 
modèle de Mooney-Rivlin prend la forme polynomiale suivante (Mooney, 1940): 
 
                [8] ( ) ( )1 23 3N i jij
i j n
C I I
+ =
= −∑W
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où les Cij sont les paramètres matériaux à déterminer. 
 
A titre d’illustration, le modèle présenté ici est décrit par deux paramètres C1=C10 et 
C2=C01. Le champ de déplacements permettant d’appliquer la MCV est simulé par Eléments 
finis avec le code Ansys. Les valeurs des paramètres (C1 = 0,293 MPa et C2 = 0,177 MPa) 
servent de référence et l’objectif est de les retrouver à partir de données simulées.  
 
4. Application 
 
4.1 Modèle numérique 
 
L’essai mécanique choisi pour illustrer et tester la méthode est l’essai de traction biaxial. 
Les données d’entrée sont simulées par le code ANSYS. L’éprouvette en croix d’épaisseur 
initiale unité est présentée sur la Figure 2 dans ses configurations initiale et déformée. La partie 
centrale de l’éprouvette est un carré de 56 mm de coté. Les branches ont une longueur de 22 
mm. Dans cet exemple, le même effort de traction est appliqué sur les bords des quatre branches 
de l’éprouvette. Il correspond à un déplacement des extrémités des branches de 200 mm.  Le 
modèle de contraintes planes comprend 8064 éléments bidimensionnels de type plane183. La 
configuration déformée est présentée Figure 3.  
 
 
  
 
FIG. 2 – Configuration déformée et non 
déformée 
 
FIG. 3 – Modèle mécanique  
(déplacements réels suivant X) 
 
  
4.2 Fonction coût, influence des champs virtuels 
 
Afin de déterminer les paramètres matériaux, deux champs virtuels sont choisis et leur 
influence est examinée dans cette section. Le premier champ est un champ de déplacements 
aléatoire dont les valeurs oscillent entre -10 et +10 mm. Le second champ est un champ 
polynomial donné par les équations suivantes :  
 
Branche gauche de l’éprouvette: 0XU
∗ =     and               [9] YU kXY∗ =
Branche droite de l’éprouvette:  0XU
∗ =     and    ( )100YU k X∗ = − − Y         [10] 
Branche  haute de l’éprouvette:  0XU
∗ =    and     U k             [11] 1716Y∗ =
Branche basse de l’éprouvette:  0XU
∗ =     and    U k               [12] 484Y∗ =
4 
18ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007 
Partie centrale de l’éprouvette 0XU
∗ =     and    ( )100 78YU k Y∗ = −         [13] 
 
où k est  une valeur constante. 
 
Les deux champs choisis vérifient les conditions aux limites cinématiques au bord de 
l’éprouvette. Dans chaque cas la fonction coût associée est calculée pour divers couples (C1,C2) 
autour des valeurs de référence. Elle ne présente pas de minimum global mais une vallée dans 
cet espace (C1, C2). Par conséquent aucun minimum global n’est atteint. Cependant ces vallées 
présentent des orientations différentes d’un champ virtuel à un autre. Par conséquent, l'idée est 
de combiner les deux fonctions coût précédentes en les ajoutant. La carte de fonction coût finale 
est présentée sur la Figure 4. Les valeurs des paramètres constitutifs correspondant au minimum 
de la fonction coût sont présentées dans le Tableau 1. 
 
C1 (MPa) 
 
FIG. 4 – Carte de fonction coût finale 
C2 (MPa) 
 
 
4.3 Identification avec fminsearch 
 
Dans un second temps, au lieu de décrire un espace de valeurs (C1, C2), la fonction coût est 
directement minimisée au moyen de la fonction de minimisation fminsearch disponible dans 
Matlab. Le point de départ (C1, C2) est ici (1 MPa, 1 MPa). Les résultats obtenus sont présentés 
dans le Tableau 1.  
 
TAB. 1 – Comparaison des paramètres
 C1 (MPa) C2 (MPa) 
Référence 0.293 0.177 
Fonction coût finale 
écart (%) 
0.295 
0.68 % 
0.172 
-2.82 % 
Identifié par fminsearch 
écart (%) 
0.2950 
0.68 % 
0.1718 
-2.94 % 
 
 
 
 
5 
18ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007 
5. Conclusion 
 
Dans ce papier, la MCV est appliquée à la détermination de paramètres de lois de 
comportement en grandes déformations. La loi hyperélastique de Mooney Rivlin à deux 
paramètres illustre la méthode. Un essai de traction biaxial est simulé par éléments finis. Les 
résultats obtenus servent de données d’entrée au problème. Les paramètres sont déterminés par 
minimisation d’une fonction coût dépendant des champs virtuels. Le choix de ces derniers, qui 
est un point primordial pour l’identification des paramètres, reste à étudier en profondeur dans 
le cas de grandes déformations. Dans une prochaine étape, le choix de l’essai ou des essai(s) 
donnant des champs de déformations hétérogènes sera optimisé notamment vis-à-vis du bruit de 
mesure. Puis, l’identification sera effectuée sur des données expérimentales obtenues sur des 
échantillons de formes différentes et pour des modèles de lois de comportement présentant 
davantage de paramètres. 
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